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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE
UQENIKA SREDǋIH XKOLA

13. januar 2018.

Prvi razred – A kategorija

1. Za prirodan broj n, neka je f(n) broj napisan istim ciframa ali obratnim re-
dosledom (tj. zdesna nalevo) ako n nije deǉiv sa 10, a inaqe definixemo f(n) = 0.
(Na primer, f(123) = 321 i f(30) = 0.)

a) Ako va�i n = 3f(n), dokazati da je n deǉiv sa 27.

b) Ako va�i n = 2f(n), dokazati da je n deǉiv sa 9.

2. Neka je taqka K sredixte stranice CD pravougaonika ABCD. Prave BK i AC
su ortogonalne i seku se u taqki H, a taqka G je podno�je normale iz D na AC.
Dokazati:

a) ]ACB = ]DHA;

b) GH =
1
3
AC.

3. Matematiqka komisija se sastoji od 2n qlanova, n > 3. Poznato je da je svaki
qlan komisije u sva�i s taqno jednim drugim qlanom komisije (ova relacija je
simetriqna). Na koliko naqina je mogu�e podeliti komisiju u tri odbora: jedan
za sastavǉaǌe zadataka, jedan za oceǌivaǌe zadataka i jedan za organizaciju ta-
kmiqeǌa, tako da svaki odbor ima bar dva qlana i da nikoja dva qlana komisije
koja su u sva�i ne budu u istom odboru?

4. Sat ima tri kazaǉke koje se sve okre�u ravnomernom brzinom. Sekundna kazaǉka
napravi krug za jedan minut, minutna za jedan sat, a satna za 12 sati. U pono� su
sve kazaǉke u istoj poziciji. Koliko �e puta u periodu od 24 qasa od tada jedna
kazaǉka sa svakom od druge dve zaklapati ugao od 30◦?

5. Baron Minhauzen �ivi u zemǉi Z u kojoj postoji 2018 gradova i neki gradovi
su povezani putevima (putevima je mogu�e kretati se u oba smera). Baron je
ustanovio da postoji grad A iz kog mo�emo krenuti na putovaǌe, na kraju tog
putovaǌa se vratiti u grad A, a da tokom putovaǌa pro�emo svim putevima u toj
zemǉi taqno jednom. On tvrdi da iz te qiǌenice sledi da za bilo koja dva puta
p i r koja idu iz istog grada postoji putovaǌe iz nekog grada B na kraju kog
se vra�amo u grad B, tokom putovaǌa prolazimo svim putevima taqno jednom, i
pritom putevima p i r prolazimo neposredno jednim za drugim. Da li je on pravu
ili po obiqaju la�e?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Rexiti jednaqinu: √
17− 7 sin 2x = 3 cos x− 5 sin x.

2. Dat je 4ABC qije su stranice a, b i c, a 6 b 6 c, a te�ixne du�i koje ǌima
odgovaraju su ta, tb i tc, respektivno. Dokazati:

a) jednakost a2 + c2 = 2b2 va�i ako i samo ako va�i t2a + t2c = 2t2b ;

b) jednakost a2 + c2 = 2b2 va�i ako i samo ako je 4ABC sliqan trouglu qije su
stranice du�ina ta, tb i tc.

3. Na�i sve proste brojeve oblika 1010101 . . . 0101 (tj. qiji decimalni zapis se sa-
stoji od cifre 1 iza koje sledi blok ,,01“ ponovǉen proizvoǉan broj puta).

4. Na�i sva nenegativna realna rexeǌa (x1, x2, . . . , xn) sistema jednaqina

xi+1 = x2
i − (xi−1 − 1)2, i = 1, 2, . . . , n.

(Indekse uzimamo cikliqno po modulu n.)

5. Dat je neparan prirodan broj n. Kvadrat stranice n je podeǉen na n2 jediniqnih
kvadrata. Stranice ovih kvadrata odre�uju ukupno 2n(n + 1) jediniqnih du�i.
Neke od ovih du�i su obojene crveno, pri qemu svaki jediniqni kvadrat ima bar
dve crvene stranice. Koliko najmaǌe du�i mo�e biti obojeno?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Na�i sve funkcije f : R→ R takve da za sve x, y ∈ R va�i

f(f(xy)) = |x|f(y) + 3f(xy).

2. Neka je I centar kru�nice upisane u 4ABC, AB < AC. Prava AI ponovo seqe
ǌegovu opisanu kru�nicu u taqki D. Kru�nica opisana oko 4CDI ponovo seqe
pravu BI u taqki K. Dokazati: BK = CK.

3. Dat je trougao qije su du�ine stranica prirodni brojevi i qija je povrxina
prirodan broj. Jedna od ǌegovih stranica je aritmetiqka sredina druge dve, a
zbir najkra�e stranice i povrxine je jednak zbiru preostale dve stranice. Na�i
du�ine ǌegovih stranica i ǌegovu povrxinu.

4. Data je tabla (2n + 1) × (2n + 1) u qijem se �oxku nalazi pauk. Pauk u jednom
potezu mo�e da se pomeri jedno ili dva poǉa vertikalno ili dijagonalno, ili
jedno poǉe horizontalno. Koliko najmaǌe poteza je potrebno pauku da obi�e sva
poǉa na tabli? (Smatramo da poǉe na kom pauk stoji na poqetku, kao i poǉe na
koje stigne na kraju, jesu poǉa koja je obixao; tako�e, ukoliko pauk odigra potez
u kom se pomeri za dva poǉa, smatramo da pauk jeste obixao i poǉe izme�u ǌih.)

5. Primitivnom Pitagorinom trojkom nazivamo ure�enu trojku prirodnih brojeva
(a, b, c), uzajamno prostih po parovima, za koje va�i a2 + b2 = c2.

a) Dokazati da se nijedna primitivna Pitagorina trojka ne mo�e zapisati ko-
riste�i samo dve razliqite cifre.

b) Dokazati da se beskonaqno mnogo primitivnih Pitagorinih trojki mo�e za-
pisati pomo�u cifara 0, 1 i 5.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. U zavisnosti od nenegativnog parametra k odrediti graniqnu vrednost:

lim
x→0

(
tg kx

x

) 1
x2

.

2. Oktaedar ABCDEF ima za svoju osnovicu kvadrat ABCD, dok je prava EF nor-
malna na ravan odre�enu kvadratom ABCD i prolazi kroz ǌegov centar. Poznato
je da lopta koja dodiruje sve pǉosni oktaedra i lopta koja dodiruje sve boqne
ivice (tj. EA, EB, EC, ED, FA, FB, FC i FD) imaju isti centar i da lopta koja

dodiruje boqne ivice ima za 50% ve�u povrxinu. Na�i odnos
EF

AB
.

3. Perica stoji na jednom od qetiri sprata zgrade. U jednom potezu on prelazi na
susedan sprat (sprat iznad ili sprat ispod, ako takav postoji). Na koliko naqina
Perica mo�e da napravi n poteza, gde je n zadat nenegativan ceo broj, ako mo�e
poqeti na bilo kom spratu a mora zavrxiti na posledǌem?

4. Data su dva prosta broja p i q koji zadovoǉavaju uslov p < q < 2p. Dokazati da
postoje dva uzastopna prirodna broja takva da je najve�i prost delilac jednog
od ǌih jednak p, a najve�i prost delilac drugog jednak q.

5. U jediniqnom krugu Γ je dato n du�i ukupne du�ine 2
√

n. Dokazati da postoji
kru�nica koncentriqna s krugom Γ koja seqe bar dve date du�i.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Merni brojevi uglova trougla, izra�eni u stepenima, predstavǉaju tri prosta
broja. Na�i sve mogu�e vrednosti za uglove tog trougla.

2. Svaka karta s jedne strane ima broj, a s druge strane ima slovo (dve karte koje
s jedne strane imaju isto slovo ne moraju nu�no s druge strane imati isti broj,
i obratno). Na stolu stoje karte koje na vidǉivoj strani imaju:

M,A,T,E,M,A,T,I,K,A, 2, 0, 1, 8.

Vlada tvrdi slede�e: ,,Ako je na karti samoglasnik, onda je s druge strane paran
broj“. Miǉan �eli da proveri Vladino tvr�eǌe. Koliko najmaǌe karata (i koje)
treba da okrene da bi utvrdio taqnost tvr�eǌa?

3. Da li postoje uzastopni prirodni brojevi a, b, c i d takvi da va�i

1
a

+
1
b

+
1
c

+
1
d

=
2018
1301

?

4. Na slici je dat Venov dijagram za xest skupova A, B, C, D, E i F , pri qemu
va�i D ⊆ A, E ⊆ B i F ⊆ C. Napisati formulu za skup koji odgovara osenqenoj
oblasti.

5. Svako slovo u reqi MAXTOVIT predstavǉa jednu cifru iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Razliqita slova predstavǉaju razliqite cifre. Broj MAXTOVIT je neparan i
deǉiv sa 3, a svi suglasnici predstavǉaju cifre iste parnosti. Koliko ima
takvih brojeva?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Odrediti koliko ima skupova X koji zadovoǉavaju oba slede�a uslova:

• X \ {1, 2, 3, 4, 5} = {6, 7, 8};
• X ∪ {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.

2. Ako je polinom
x3 + 3ax2 + 3bx + c

deǉiv polinomom
x2 + 2ax + b,

onda je prvi polinom potpun kub, a drugi potpun kvadrat. Dokazati.

3. U pravouglom trapezu du�ina sredǌe linije je 43. Kra�a dijagonala tog trapeza
je istovremeno simetrala tupog ugla tog trapeza, i ǌena du�ina iznosi 60.
Odrediti du�ine svih stranica tog trapeza.

4. Na�i sve proste brojeve p takve da su i brojevi 4p2 + 1 i 6p2 + 1 prosti.

5. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu:

2|x− 2| −
∣∣∣∣ 3
|x− 3|

− 1
∣∣∣∣ > 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Na�i sve proste brojeve p, q, r i s takve da va�i

6p + 7pq + 8pqr + 9pqrs = 2018.

2. Dati su brojevi a1 = log2(3x − 1), a2 = log4(9x − 3x+1 + 2) i a3 = log2(3− 3x).

a) Odrediti sve realne vrednosti x za koje su sva 3 broja a1, a2 i a3 definisana.

b) Odrediti sve realne vrednosti x za koje va�i a1 + a3 = 2a2.

3. Marko je upisao 5 brojeva u 5 kru�i�a na slici.

Marko �eli da upixe brojeve prirodne brojeve maǌe od 100 u ostale kru�i�e,
a da pri tome zbir 3 broja du� svake stranice petougla bude isti. Na koliko
razliqitih naqina on mo�e to da uradi?

4. An�elija upisuje redom slova S,R,B,I,J,A u poǉa tablice:

(po jedno slovo u svako poǉe). Prvo slovo mo�e da upixe u bilo koje poǉe, a
svako slede�e slovo mo�e da upixe samo u poǉe susedno poǉu u koje je napisala
prethodno slovo (poǉa su susedna ako imaju bar jednu zajedniqku taqku). Na ko-
liko razliqitih naqina ona mo�e da upixe slova u tablicu?

5. Ivice tetraedra ABCD imaju du�ine 7, 13, 18, 27, 36 i 41 (u nekom poretku). Ako
je AB du�ine 41, odrediti du�inu ivice CD.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu:

(x− 7)3 + (x + 3)3 = 278(x− 2).

2. U zavisnosti od nenegativnog parametra a odrediti graniqnu vrednost:

lim
x→0+

(
a + 2018x

2

) 2018
x

.

3. Koliko ima petocifrenih prirodnih brojeva koji imaju taqno dve parne cifre?

4. Osnova piramide je pravougli trougao kome je jedan od oxtrih uglova 60◦. Boqne
ivice imaju du�inu 2018 i svaka od ǌih zaklapa ugao od 45◦ s ravni osnove. Na�i
povrxinu i zapreminu te piramide.

5. Za prirodne brojeve m i n, m < n, va�i(m

n

)3

= 0,xyzxyzxyz . . .

gde su x, y i z neke cifre (ne nu�no razliqite), i blok xyz se periodiqno ponavǉa
beskonaqno mnogo puta. Odrediti sve mogu�e vrednosti za

m

n
.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


